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Vektorok értelmezése

◮
térbeli vektorokkal foglalkozunk, ezek halmaza a geometriai

vektortér

◮
Vektoron irányított szakaszt értünk.

◮
egy vektort akkor ismerünk, ha ismerjük a hosszát és az irányát

◮
az irány a térben két számadattal jellemezhet® + szakasz

hossza

◮
a vektorok megadhatóak a koordinátáikkal is, ez szintén három

számadat

◮
jelölésük: a, b, ;

~a, ~b, ~c ; a, b, 
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Vektorok értelmezése

◮
ha a vektor kezd®pontja a térnek egy meghatározott pontja,

akkor kötött vektorról, ellenkez® esetben szabad vektorról

beszélhetünk

◮
ha a kezd®pont az origó, akkor gyakran helyvektorról beszélünk

◮
a továbbiakban általában szabad vektorokkal foglalkozunk

◮
az irányított szakasz hosszát a vektor abszolút értékének

nevezzük, jelölése |a|

◮
ha |a|=1, akkor az a vektort egységvektornak nevezzük,

jelölése e

◮
ha |a|=0, akkor a zérusvektor (nullavektor), melynek jele 0

◮
a két vektor egyenl®, ha párhuzamos eltolással egymásba

átvihet®k (fedésbe hozhatók), azaz eltolás után kezd® és

végpontjuk egybeesik.
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M¶veletek vektorral � Összeadás, kivonás

◮
Az a és b vektorok összegét, ill. különbségét a

következ®képpen értelmezzük (paralelogramma szabály).

◮
Az összeadás kommutatív és asszoiatív, azaz

a+ b = b+ a

(a+ b) + c = a+ (b+ )
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M¶veletek vektorral � Vektorok szorzása

számmal

◮
Az a vektornak a λ számmal, skalárral való szorzata az a λa
vektor, melynek abszolút értéke |λ||a|, iránya pedig a irányával

megegyez® ha λ pozitív, és ellentétes, ha λ negatív.

◮
Ha λ = 1

|a| , akkor |λa| = |λ| · |a| = 1

|a| |a| = 1, vagyis

1

|a| |a|
vektor egységvektor, tehát egy vektor egységvektorát

megkapjuk, ha a vektort osztjuk az abszolútértékével.
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M¶veletek vektorral � Skaláris szorzás

◮
Két vektor skaláris szorzatán a két vektor abszolút értékének és az általuk

bezárt szög koszinuszának a szorzatát értjük.

◮
Az a és b vektorok skaláris szorzatának jelölése ab. A de�níió értelmében

ab = |a||b| os φ.

◮
A osψ is számolható, ha ismert az ab skaláris szorzat értéke:

osψ =
ab

|a||b|

◮
A skaláris szorzás eredménye mindig egy szám.

◮
Ha két vektor mer®leges egymásra, akkor skaláris szorzatuk nulla, és ha

két vektor skaláris szorzata nulla, akkor a két vektor mer®leges egymásra.

◮
A skaláris szorzás kommutatív és az összeadásra nézve disztibutív:

ab = ba

(a+ b) = a+ b
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M¶veletek vektorral � Vektoriális szorzás

◮
Az a és b vektrok vektoriális zsorzatán azt az a× b vektort

értjük, amely mer®leges mindkét vektorra, hossza |a||b| sinψ,
továbbá a, b és a× b jobbsogrású rendszert alkotnak.

◮
A vektoriális szorzat eredménye mindig vektor, továbbá a

hossza |a× b| = |a||b| sinψ geometriailag a vektorok által

kifeszített paralelogramma területével egyenl®.
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M¶veletek vektorral � Vektoriális szorzás

◮
Ha a és b párhuzamosak, akkor a két vektor vektoriális

szorzata 0 vektor.

◮
A vektoriális szorzat nemkommutatív, ugyanis

a× b = −b× a

◮
Az

a× (b× ) = (a)b− (ab)

◮
Az a× (b× ) szorzatot kétszeres vektoriális szorzatnak
nevezzük, a kifejtési tétellel bontható fel
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M¶veletek vektorral � Vegyes szorzat

◮
Két vektor vektoriális szorzatának egy harmadik vektorral

képzett skaláris szorzatát vegyes szorzatnak nevezzük.

◮
Az a,b, vektorok ilyen sorrendben vett vegyes szorzata:

ab = (a× b)

◮
Az ab vegyes szorzat abszolút értéke a három vektor által

alkotott paralelepipedon térfogatával egyenl®.

◮
Ha a vegyes szorzat értéke nulla, akkor a három vektor egy

síkban van (komplanáris).
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M¶veletek vektorral � Vegyes szorzat

◮
A tényez®k iklikus seréje esetén a vegyes szorzat értéke nem

változik, viszont két egymás melletti tényez® seréje

el®jelváltást eredményez:

ab = ba = ab = −ab = −ba = −ba
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Vektorok lineáris függetlensége

◮
Az a

1

, a
2

, a
3

, ..., ak vektorok lineárisan függetlenek, ha az

α
1

a

1

+ α
2

a

2

+ ...+ αka
k

= 0

egyenl®ség sak α
1

= α
2

= ...αk = 0 esetben áll fenn.

Ellenkez® esetben a vektorok lineárisan összefügg®k.

◮
az α

1

a

1

+ α
2

a

2

+ ...+ αka
k

vektor az a
1

, a
2

, a
3

, ..., ak
vektorok lineáris kombináiója (α

1

, α
2

, ...αk valós számok)

◮
a vektorok lineáris függetlensége azt jelenti, hogy egyik vektor

sem állítható el® a többi vektor lineáris kombináiójaként

◮
Kétdimenziós térben (síkban) maximum kett®, a

háromdimenziós térben maximum három lineárisan független

vektor adható meg.

◮
Ha az a, b,  vektorok egy síkban vannak, vagyis a vegyes

szorzatuk nulla, akkor azok lineárisan összefügg®k.
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Vektorok megadása koordinátákkal � A

vektor koordinátái

◮
Vegyünk fel a térben egy O pontot és e pontból kiinduló, páronként

egymásra mer®leges egységvektort, jelölje ezeket i, j, k úgy, hogy ebben a

sorrendben jobbsodrású rendszert alkossanak, akársak a térbeli

derékszög¶ koorinátarendszer tengelyei.

◮
Nevezzük ezeket a vektorokat bázisvektoroknak.

◮
Ha a v vektor az O pontból a P(v

1

, v
2

, v
3

) pontba mutat, akkor

el®állítható a v
1

i, v
2

j, v
3

k vektorok összegeként, azaz ekkor

v = v
1

i+ v
2

j+ v
3

k
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Vektorok megadása koordinátákkal � A

vektor koordinátái

◮
A v

1

, v
2

, v
3

számokat a vektor i, j, k bázisra vonatkozó

koordinátáinak nevezzük.

◮
A vektort megadhatjuk a következ® képpen:

v = v
1

i+ v
2

j+ v
3

k = (v
1

, v
2

, v
3

)

◮
A vektor koordinátákkal való megadása azt jelenti, hogy

rendezett számhármasként is értelmezhet®. Ez lehet®vé teszi a

vektor bizonyos irányú általánosítását.

◮
Vektoron rendezett számhármast értünk.
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Vektorok megadása koordinátákkal � A

vektor koordinátái

◮
A két vektor de�níió ekvivalens egymással.

◮
Bázisvektornak nemsak i, j, k vektorhármas választható,

hanem három olyan tetsz®leges b

1

, b

2

, b

3

vektorhármas is,

amelyek ninsenek egy síkban.

◮
Ekkor a tér tetsz®leges v vektora felírható

v = λb
1

+ µb
2

+ νb
3

alakban. A λ, µ, ν számok a v vektor b

1

,b
2

,b
3

bázisra

vonatkozó koordinátái.
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Vektorok megadása koordinátákkal �

M¶veletek koordinátás alakban

◮
Legyen a = (a

1

, a
2

, a
3

), b = (b
1

, b
2

, b
3

),  = (c
1

, c
2

, c
3

)

◮
Az a vektor abszolút értéke:

|a| =
√

a2
1

+ a2
2

+ a2
3

◮
Az a és b vektorok akkor és sakis akkor egyenl®k, ha a

1

= b
1

,

a
2

= b
2

, a
3

= b
3

◮
Az a és b vektorok összege és különbsége:

a+ b = (a
1

+ b
1

, a
2

+ b
2

, a
3

+ b
3

)

a− b = (a
1

− b
1

, a
2

− b
2

, a
3

− b
3

)
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Vektorok megadása koordinátákkal �

M¶veletek koordinátás alakban

◮
Az a vektornak a λ számmal való szorzata:

λa = (λa
1

, λa
2

, λa
3

)

◮
Az a vektor egységvektora:

ea =
a

|a| =
(

a
1

|a| ,
a
2

|a| ,
a
3

|a|

)

|a| =
√

a2
1

+ a2
2

+ a2
3
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Vektorok megadása koordinátákkal �

M¶veletek koordinátás alakban

◮
Ha az a vektor a koordinátatengelyekkel rendre α, β, γ
szögeket zár küzre, akkor

osα =
a
1

|a| os β =
a
2

|a| os γ =
a
3

|a|
◮

Innen látható, hogy ezeknek az iránykoszinuszoknak a

négyzetösszege:

os

2 α+ os

2 β + os

2 γ = 1

◮
Az a és b vektorok skaláris szorzata:

ab = a
1

b
1

+ a
2

b
2

+ a
3

b
3
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Vektorok megadása koordinátákkal �

M¶veletek koordinátás alakban

◮
Az a és b vektorok vektoriális szorzata:

a× b =
i j k

a
1

a
2

a
3

b
1

b
2

b
3

◮
Az a, b és  vektorok vegyes szorzata:

ab =
a
1

a
2

a
3

b
1

b
2

b
3

c
1

c
2

c
3
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Példák

Írjuk fel a v = (−2,
√
3, 3) vektor egységvektorát! Mekkora szöget

zár be az x-tengellyel?
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Példák

Írjuk fel a v = (−2,
√
3, 3) vektor egységvektorát! Mekkora szöget

zár be az x-tengellyel?

|v | =
√

v2
1

+ v2
2

+ v2
3

=
√
4+ 3+ 9 =

√
16 = 4

ev =
v

|v| =
1

4

(−2,
√
3, 3) = (−2

4

,

√
3

4

,
3

4

)

Az x-tengellyel bezárt szögének a koszinusza:

osα = −2

4

= −1

2

, ahonnan

α = 150

◦
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Példák

Legyen a=(5,-8,3) és b=(10,4,2). Az ab=?

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



Példák

Legyen a=(5,-8,3) és b=(10,4,2). Az ab=?

ab = a
1

· b
1

+ a
2

· b
2

+ a
3

· b
3

= 50− 32+ 6 = 24
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Példák

Mer®legesek egymásra az u=(5,-2,7) és a v=(4,10,0) vektorok?
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Példák

Mer®legesek egymásra az u=(5,-2,7) és a v=(4,10,0) vektorok?

uv = 5 · 4− 2 · 10+ 0 · 7 = 0

IGEN
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Példák

Mekkora az a=(2,-1,3) és b=(1,0,7) vektorok vektoriális szorzata,

és mekkora a két vektor által kifeszített paralelepipedon területe?
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Példák

Mekkora az a=(2,-1,3) és b=(1,0,7) vektorok vektoriális szorzata,

és mekkora a két vektor által kifeszített paralelepipedon területe?

a× b =
i j k

a
1

a
2

a
3

b
1

b
2

b
3

= a× b =
i j k

2 −1 3

1 0 7

=

= (a
2

· b
3

− a
3

· b
2

)i− (a
1

· b
3

− a
3

· b
1

)j+ (a
1

· b
2

− a
2

· b
1

)k =

= (−1 · 7− 3 · 0)i− (2 · 7− 3 · 1)j+ (2 · 0− (−1) · 1)k =

= −7i− 11j+ k = (−7,−11, 1)

T = |a× b| =
√

(−7)2 + (−11)2 + 1

2 =
√
171
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Példák

Az a=(-1,3,2), b=(4,-6,2) és =(-3,12,11) vektorok vegyes

szorzata?
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Példák

Az a=(-1,3,2), b=(4,-6,2) és =(-3,12,11) vektorok vegyes

szorzata?

ab =
a
1

a
2

a
3

b
1

b
2

b
3

c
1

c
2

c
3

=
−1 3 2

4 −6 2

−3 12 11

=

= (−6 ·11−2 ·12)(−1)−3(4 ·11−2 ·−3)+2(4 ·12−(−3) ·(−6)) =

= 90− 150+ 60 = 0

A három vektor egy síkban van és lineárisan összefüggnek.
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Reiprok vektorhármas

◮
Legyenek a, b és  nem egy síkba es® vektorok, azaz ab 6= 0

◮
Ekkor ehhez az a, b,  vektorhármashoz hozzárendelhet® egy

r

a

, r

b

, r



reiprok vektorhármas a következ®képpen:

r

a

=
b× 

ab

r

b

=
× a

ab

r



=
a× b

ab

◮
Az r

a

, r

b

, r



vektorhármas reiprok vektorhármasa az eredeti

a, b,  vektorhármas.

◮
Az i, j, k vektorhármas reiprok vektorhármasa önmaga.
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Reiprok vektorhármas

◮
Tekintsük most a g

1

, g

2

, g

3

nem egy síkba es® vektorhármast;

jelölje g

1

, g

2

, g

3

ennek reiprok vektorhármasát.

◮
Tetsz®leges x vektor nyílván kifejezhet® a g

1

, g

2

, g

3

bázisvektorok segítségével:

x = x1g
1

+ x2g
2

+ x3g
3

◮
Az x1, x2, x3 számokat az x vektor g

1

, g

2

, g

3

bázisvektorokra

vonatkozó kontravariáns koordinátáinak nevezzük.

◮
Fejezzük most ki az x vektort g

1

, g

2

, g

3

reiprok vektorok �

mint bázis vektorok � segítségével:

x = x
1

g

1 + x
2

g

2 + x
3

g

3
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Reiprok vektorhármas

◮
Az x

1

, x
2

, x
3

számokat az x vektor g

1

, g

2

, g

3

bázisra

vonatkozó kovariáns koordinátáinak nevezzük. Ezek a g

1

, g

2

,

g

3

bázisra vonatkozóan nyilván kontravariáns koordináták.

◮
Egy vektor koorinátáin � ha mást nem mondunk � a

kontravariáns koordinátákat értjük.

◮
Ha bázisvektorként az i, j, k egységvektorokat választjuk,

akkor a kovariáns és kontravariáns koordináták azonosak.

◮
Ezek a jól ismert derékszög¶ koordináták.
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Az n-dimenziós vektor � Az n-dimenziós vektor

fogalma

◮
A háromdimenziós vektor fogalmát általánosítjuk.

◮
n-dimenziós vektoron rendezett szám-n-est értünk

◮
A vektort alkotó számok a vektor koordinátái.

◮
Az n-dimenziós vektort szokás n elem¶ vektornak is mondani.

◮
Ha a számokat egymás mellé írjuk, akkor sorvektorról, ha

egymás alá írjuk, akkor oszlopvektorról van szó.
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Az n-dimenziós vektor � Az n-dimenziós vektor

fogalma

◮
Azt a vektort, amelynek minden koordinátája nulla,

nullvektornak nevezzük. Jele 0, tehát 0=(0,0,0,...0)

◮
Az e

1

= (1, 0, 0, ...0), e
2

= (0, 1, 0, 0, ...0), e
n

= (0, 0, 0, ...1)
alakú vektorokat egységvektoroknak nevezzük.

◮
A v vektor abszolút értéke:

|v| =
√

v2
1

+ v2
2

+ ...+ v2n =

√

√

√

√

n
∑

i=1

v2i

◮
Két vektor egyenl®, ha a megfelel® koordinátáik egyenl®ek.
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Példa

A v=(5,-1,3,0,1) vektor abszolút értéke?

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



Példa

A v=(5,-1,3,0,1) vektor abszolút értéke?

|v | =
√

5

2 + (−1)2 + 3

2 + 0

2 + 1

2 =
√
36 = 6

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



M¶veletek n-dimenziós vektorokkal � Szorzás

skalárral

◮
Ha λ tetsz®leges valós szám, akkor

λa = λ(a
1

, a
2

, ...an) = (λa
1

, λa
2

, ...λan)

◮
A skalárral való szorzás tulajdonságai:

M
1

λ(a+ b) = λa+ λb

M
2

(λ+ µ)a = λa+ µa

M
3

(λµ)a = λ(µa)

M
4

1 · a = a

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



M¶veletek n-dimenziós vektorokkal �

Összeadás, kivonás

◮
Az a és b vektorok összege, ill. különbsége:

a+b = (a
1

, a
2

, ...an)+(b
1

, b
2

, ...bn) = (a
1

+b
1

, a
2

+b
2

, ..., an+bn)

a−b = (a
1

, a
2

, ...an)−(b
1

, b
2

, ...bn) = (a
1

−b
1

, a
2

−b
2

, ..., an−bn)

◮
Az összeadás tulajdonságai:

A
1

a+ b = b+ a

A
2

(a+ b) +  = a+ (b+ )

A
3

Tetsz®leges a és b esetén van olyan , hogy a+=b

◮
Az M

1

, M
2

, M
3

, M
4

, A
1

, A
2

, A
3

tulajdonságokkal rendelkez®

szám n-esek összességét vektortérnek nevezzük.
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M¶veletek n-dimenziós vektorokkal �

Skaláris szorzás

◮
Legyen a = (a

1

, a
2

, a
3

, ...an) b = (b
1

, b
2

, b
3

, ...bn)

◮
Ekkor

ab = a
1

b
1

+ a
2

b
2

+ ... + anbn

◮
A skaláris szorzás tulajdonságai:

S
1

ab = ba

S
2

(a+ b) = a+ b

S
3

(λa)b = λ(ab)

S
4

aa ≥ 0. Egyenl®ség sak akkor áll fenn, ha a=0.

◮
Az M

1

, M
2

, M
3

, M
4

, A
1

, A
2

, A
3

, S
1

, S
2

, S
3

, S
4

tulajdonságokkal

rendelkez® vektorteret euklideszi térnek nevezzük.

◮
Az a = (a

1

, a
2

, a
3

, ...an) és (1, 1, ...1) azaonos méret¶ vektorok skaláris

szorzata a
1

+ a
2

+ a
3

+ ...+ an. Az eredmény az a vektor koordinátáinak

az összege. E miatt az (1, 1, ...1) vektort összegz® vektornak nevezzük.

Jelölése: 1.

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



Példák

Az a=(5,-2,0,-7) és b=(-3,4,1,-2) vektorok skaláris szorzata?

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



Példák

Az a=(5,-2,0,-7) és b=(-3,4,1,-2) vktorok skaláris szorzata?

ab = a
1

b
1

+ a
2

b
2

+ a
3

b
3

+ a
4

b
4

= −15− 8+ 0+ 14 = −9

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



Lineáris algebra elemei
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Lineáris tér, altér

◮
Legyenek a, b,  az X halmaz elemei

◮
Az X halmazt lineáris térnek nevezzük, ha értelmezve van

benne az összeadás és a számmal való szorzás, továbbá

1. az összeadás

kommutatív, azaz a+ b = b+ a

asszoiatív, azaz (a+ b) +  = a+ (b+ )
létezik nullelem (0), azaz a+ 0 = a minden a-ra

minden a-hoz létezik a -a inverz elem, azaz a+ (−a) = 0

2. számmal való szorzás

1 · a = a

α(βa) = (αβ)a
(α+ β)a = αa+ βa
α(a+ b) = αa+ αb

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



Lineáris tér, altér

◮
Az X lineáris tér a,b,,... elemeit vektoroknak, az X teret

pedig lineáris vektortérnek nevezzük.

◮
Ha az α, β, ... számok valós számok, akkor X neve valós lineáris

tér, ha pedig komplex számok, akkor X komplex lineáris tér.

◮
! A lineáris teret � függetlenül attól, hogy milyen elemek

alkotják � vektortérnek is nevezzük.

◮
! A lineáris tér elemei nem feltétlenül olyan vektorok, mint

amilyenekkel ezeddig foglalkoztunk. A lényeg sak az, hogy az

X halmaz elemeire az összeadás és a számmal való szorzás

fenti tulajdonságai teljesülnek.
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Lineáris tér, altér

◮
Az X lineáris altér nemüres M részhalmazát lineáris altérnek,

röviden altérnek nevezzük, ha M maga is lineáris tér az X-ben

értelmezett összeadással és számmal való szorzással.

◮
Az X halmaznak nemvalódi részhalmaza az üres halmaz és

maga az X. Ezek nemvalódi alterek.

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



A lineáris tér bázisa, dimenziója �

Vektorrendszer

◮
Tekinsük az n-dimenziós vektorokból álló a

1

, a
2

, ...a
k

vektorrendszert.

◮
A lineáris tér a

1

, a
2

, ...a
k

vektorai lineárisan függetlenek, ha az

α
1

a

1

+ α
2

a

2

+ ...+ αka
k

= 0

egyenl®ség sak α
1

= α
2

= ... = αk = 0 esetben áll fenn. Ha

viszont az α
1

, α
2

, .... αk számok között van nullától

különböz® és a fenti egyenl®ség fennáll, akkor az a

1

, a
2

, ...a
k

vektorok lineárisan összefügg®k.

◮
Vektorrendszer rangján a rendszerb®l kiválasztható lineárisan

független vektorok maximális számát értjük.
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A lineáris tér bázisa, dimenziója �

Vektorrendszer

1. Ha az a

1

, a
2

, ...a
k

vektorok között van nullvektor, vagy kett®

közülük egyenl®, akkor a vektorrendszer lineárisan összefügg®.

2. Lineárisan összefügg® vektorokhoz egy további vektort

hozzávéve, az új rendszer lineárisan összefügg® marad.

3. Lineárisan független vektorok közül tetsz®leges vektort

elhagyva, a rendszer lineárisan független marad.

4. Az a

1

, a
2

, ...a
k

vektorok akkor és sak akkor lineárisan

összefügg®k, ha van közöttük olyan vektor, amely a többi

vektor lineáris kombináiójaként el®állítható.

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



Példák

Az e

1

= (1, 0, 0, 0), e
2

= (0, 1, 0, 0), e
3

= (0, 0, 1, 0)
összefüggnek-e?
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Példák

Az e

1

= (1, 0, 0, 0), e
2

= (0, 1, 0, 0), e
3

= (0, 0, 1, 0) összefüggnek-e?

α
1

e

1

+ α
2

e

2

+ α
3

e

3

= (α
1

, 0, 0, 0) + (0, α
2

, 0, 0) + (0, 0, α
3

, 0) = (α
1

, α
2

, α
3

, 0)

Ez sak akkor lesz nulla, ha α
1

= α
2

= α
3

= 0

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



Példák

A a = (2,−1, 5), b = (0, 3,−1),  = (6, 0, 14) vektorok lineárisan

függetlenek?

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



Példák

A a = (2,−1, 5), b = (0, 3,−1),  = (6, 0, 14) vektorok lineárisan

függetlenek?

αa+ βb = 

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
αa

1

+ βb
1

= 

1

αa
2

+ βb
2

= 

2

αa
3

+ βb
3

= 

3

α2+ β0 = 6 ⇒ α = 3

α(−1) + β3 = 0 ⇒ β = 1

α5+ β(−1) = 14 ⇒ IGAZ

Az  vektor felírható a másik kett® lineáris kombináiójaként, vagyis

összefügg®k a vektorok.

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



A lineáris tér bázisa, dimenziója

◮
A b

1

, b

2

, ...., b

k

vektorok a lineáris tér bázisrendszerét

(bázisát) alkotják, ha lineárisan függetlenek és a lineáris tér

minden vektora el®állítható e vektorok lineáris

kombináiójaként. A b

1

, b

2

, ...., b

k

vektorokat

bázisvektoroknak nevezzük.

◮
Szokás azt mondani, hogy a bázisvektorok el®állítják

(kifeszítik, generálják) a lineáris teret.

◮
Egy lineáris térnek általában végtelen sok bázisa van. A

bázisvektorok száma azonban mindegyik bázisban egyenl®.

◮
Ha egy lineáris térnek van véges sok vektorból álló bázisa,

akkor a lineáris teret véges dimenziósnak, a báziselemek

számát pedig a lineáris tér dimenziójának nevezzük.
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A lineáris tér bázisa, dimenziója

◮
A k dimenziós térben k-nál több vektor lineárisan összefügg®.

◮
A k dimenziós teret k-nál kevesebb vektor nem generálhatja.

◮
Legyen az X lineáris tér egy bázisa b

1

, b

2

, ...., b

k

. Ekkor

tetsz®leges x ∈ X vektor egyértelm¶en állítható el® a

bázisvektorok lineáris kombináiójaként.

◮
Az

x = ξ
1

b

1

+ ξ
2

b

2

+ ...+ ξkb
k

el®állításban szerepl® ξ
1

, ξ
2

, ..., ξk számokat az x vektor b

1

,

b

2

, ...., b

k

bázisra vonatkozó koordinátáinak nevezzük.
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Az euklideszi tér

◮
Jelölje az X (valós) lineáris tér két tetsz®leges vektorát x és y.

◮
E két vektor (x,y) skaláris szorzatát úgy értelmezzük, hogy az

(valós) szám legyen és a következ® tulajdonságai legyenek:

1. (x, y) = (y, x)
2. (αx, y) = α(x, y) ahol az α valós szám.

3. (x+ y, z) = (x, z) + (y, z)
4. (x, x) > 0, ha x 6= 0 és (x, x) = 0, ha x = 0

◮
Ha (x, y) = 0, akkor azt mondjuk, hogy az x és y vektorok

ortogonálisak (mer®legesek egymásra).

◮
Az olyan lineáris teret, amelyben skaláris szorzat van

értelmezve, euklideszi térnek nevezzük.

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



Mátrixok
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Mátrixok értelmezése, speiális mátrixok

◮
Az elemeknek egy téglalap alakú táblázatba, azon belül

oszlopokban és sorokban elrendezett rendszerét mátrixnak

nevezzük.

◮
A mátrix általános alakja:









a
11

a
12

... a
1n

a
21

a
22

... a
2n

... ... ... ...
am1

am2

... amn









◮
Az a

11

, a
12

,... számok esetleg függvények a mátrix elemei.

◮
A kett®s indexelés az elemek helyét mutatja.
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Mátrixok értelmezése, speiális mátrixok

◮
Az aik elem az i-edik sor k-adik eleme

◮
A fenti mátrixnak m sora és n oszlopa van, ezért szokás azt

mondani, hogy m × n típusú

◮
A mátrix jelölése általában A, B, C

◮
Ha a méretét is fel szeretnénk tüntetni, akkor A(m,n) módon

jelöljük, ahol az m a sorok számát, az n az oszlopok számát

jelöli.

◮
Két mátrix egyenl®, ha mindkett® ugyanolyan típusú (méret¶)

és a megfelel® helyekenálló elemeik egyenl®ek, azaz

A(m,n) = B(m,n)

ha aik = bik és (i = 1, 2, ...m; k = 1, 2, ...n)
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Mátrixok értelmezése, speiális mátrixok

◮
Ha az A mátrix sorait felseréljük az oszlopaival, a mátrix

transzponáltját kapjuk, jelölése A

T

◮
Ebb®l következik, hogy az m × n típusú mátris transzponáltja

n ×m típusú.

◮
Nyílvánvaló, hogy (AT ) T = A

◮
Ha egy mátrixnak ugyanannyi sora van, mint amennyi oszlopa,

akkr négyzetes (kvadratikus) mátrixnak nevezzük.

◮
A n sorból és az n oszlopból álló kvadratikus mátrixra azt

mondjuk, hogy n-edrend¶.

◮
Ha egy mátrix megegyezik a transzponáltjával, azaz A = A

T
,

akkor a A szimmetrikus.

◮
Szimmetrikus mátrix elemei a f®átlóra nézve szimmetrikus

elrendezés¶ek, azaz aik = aki .

◮
A f®átlót az a

11

, a
22

, ..., ann elemek alkotják
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Mátrixok értelmezése, speiális mátrixok

◮
Ha az A kvadratikus mátrix esetében

A = −A

T

akkor A ferdén szimmetrikus (antiszimmetrikus).

◮
Ekkor tehát aik = −aki és aii = 0

◮
Ha a D kvadratikus mátrix f®átlóján kívül valamennyi eleme nulla, akkor

D átlós (diagonális) mátrix.

◮
Ha egy diagonális mátrix f®átlójában álló valamennyi elem 1, akkor azt

egységmátrixnak nevezzük. Jele: E

◮
A supa nulla elemb®l álló mátrixot zérusmátrixnak (nullmátrixnak)

nevezzük és O-val jelöljük.

◮
A mátrixok körében kitüntetett szerepe van az egyetlen oszlopból vagy

sorból álló mátrixoknak. Ezeket oszlopmátrixoknak vagy sormátrixoknak

nevezzük.

◮
A gyakorlatban el®forduló mátrixok nagy méret¶ek is lehetnek. Ilyenkor

élszer¶ blokkokra bontani.
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Mátrixok értelmezése, speiális mátrixok
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Mátrixok értelmezése, speiális mátrixok

Milyen mátrix? A =









2 0 −5 7

0 3 1 −4

−5 1 0 10

7 −4 10 6
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Mátrixok értelmezése, speiális mátrixok

Milyen mátrix? A =









2 0 −5 7

0 3 1 −4

−5 1 0 10

7 −4 10 6









Negyedrend¶,

szimmetrikus.
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Mátrixok értelmezése, speiális mátrixok

Milyen mátrix? B =





0 5 8

−5 0 1

8 −1 0
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Mátrixok értelmezése, speiális mátrixok

Milyen mátrix? B =





0 5 8

−5 0 1

8 −1 0





harmadrend¶ és ferdén

szimmetrikus
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Mátrixok értelmezése, speiális mátrixok

Milyen mátrix? C =





5 0 0

0 2 0

0 0 −8
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Mátrixok értelmezése, speiális mátrixok

Milyen mátrix? C =





5 0 0

0 2 0

0 0 −8





Diagonális mátrix
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Mátrixok értelmezése, speiális mátrixok

Milyen mátrix? D =





1 0 0

0 1 0

0 0 1
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Mátrixok értelmezése, speiális mátrixok

Milyen mátrix? D =





1 0 0

0 1 0

0 0 1





Harmadrend¶ egységmátrix
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Mátrixok értelmezése, speiális mátrixok

Milyen mátrix? G =

[

0 0

0 0

]
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Mátrixok értelmezése, speiális mátrixok

Milyen mátrix? G =

[

0 0

0 0

]

Másodrend¶ nullmátrix
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M¶veletek mátrixokkal � Összeadás

◮
Két mátrix sak akkor adható össze, ha azonos típusúak.

◮
Mátrixok összegét úgy képezzük, hogy az azonos helyen álló

(azonos index¶) elemeiket összeadjuk.

◮
Legyen A = [aik ], B = [bik ] egy m × n típusú mátrix.

◮
Összegük egy olyan C = [cik ], szintén m × n típusú mátrix,

amelyre cik = aik + bik (i=1,2,...m;k=1,2,...n)

◮
az értelmezés alapján látható, hogy az összeadás kommutatív

és asszoiatív, azaz

A+ B = B+ A

A+ (B+ C) = (A+ B) + C

(A+ B)T = A

T + B

T
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M¶veletek mátrixokkal � Összeadás

A =









5 0 −5 7

3 2 1 −4

−5 6 0 10

7 −4 10 6









+









1 9 −3 9

2 6 11 −1

−3 1 2 0

2 −3 1 5









=

=









6 9 −8 16

5 8 12 −5

−8 7 2 10

9 −7 11 11
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M¶veletek mátrixokkal � Mátrix szorzása

számmal

◮
Mátrixok egy számmal úgy szorzuk, hogy a mátrix minden

elemét megszorozzuk a számmal.

◮
Legyen A = [aik ], ekkor λA = [λaik ]

◮
az A és B mátrix különbségét A-B=A+(-1)B módon

értelmezzük, ami azt jelenti, hogy a kivonásnál a mátrixok

azonos helyen álló elemeit kivonjuk egymásból.

◮
Legyenek az A mátrix elemei valós számok, ekkor érvényes:

◮
Bármely A négyzetes mátrix el®állítható egy szimmetrikus és

egy ferdén szimmetrikus mátrix összegeként:

A =
1

2

(A+ A

T ) +
1

2

(A− A

T )

ahol A+A

T
szimmetrikus, A−A

T
pedig ferdén szimmetrikus.
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Példák

5

[

−1 3 7 2

4 10 0 −6

]

=?
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Példák

5

[

−1 3 7 2

4 10 0 −6

]

=

[

−5 15 35 10

20 50 0 −30

]
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Példák

Írjuk fel a következ® harmadrend¶ mátrixot egy szimmetrikus és egy

ferdén szimmetrikus mátrix összegeként!





3 −5 2

0 4 7

10 8 1
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Példák

Írjuk fel a következ® harmadrend¶ mátrixot egy szimmetrikus és egy

ferdén szimmetrikus mátrix összegeként!





3 −5 2

0 4 7

10 8 1





T

=





3 0 10

−5 4 8

2 7 1
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Példák

Írjuk fel a következ® harmadrend¶ mátrixot egy szimmetrikus és egy

ferdén szimmetrikus mátrix összegeként!

A+A

T =





3 −5 2

0 4 7

10 8 1



+





3 0 10

−5 4 8

2 7 1



 =





6 −5 12

−5 8 15

12 15 2
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Példák

Írjuk fel a következ® harmadrend¶ mátrixot egy szimmetrikus és egy

ferdén szimmetrikus mátrix összegeként!

A− A

T =





3 −5 2

0 4 7

10 8 1



−





3 0 10

−5 4 8

2 7 1



 =





0 −5 −8

5 0 −1

8 1 0
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Példák

Írjuk fel a következ® harmadrend¶ mátrixot egy szimmetrikus és egy

ferdén szimmetrikus mátrix összegeként!

A = 1

2

(A+ A

T ) + 1

2

(A− A

T ) =




3 −5/2 6

−5/2 4 15/2
6 15/2 1



+





0 −5/2 −4

5/2 0 −1/2
4 1/2 0
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M¶veletek mátrixokkal � Mátrixok szorzása

◮
Az A mátrixnak B mátrixszal való AB szorzata sak akkor

értelmezhet®, ha A-nak (a bal oldali tényez®nek) ugyanannyi

oszlopa van, mint ahány sora van B-nek (a jobb oldali

tényez®nek).

◮
Ebb®l következik, hogy az A(m,p) és B(p,n) mátrixok szorzata

értelmezhet®.

◮
Az A = [aik ] és B = [bik ] mátrixok ilyen sorrendben vett

szorzata az a C = [cik] mátrix, amelyre

cik = ai1b
1k + ai2b

2k + ...+ aipbpk

ahol i=1,2,...m; k=1,2,...n

◮
A cik nem más, mint az A mátrix i-edik sorának és a B mátrix

k-adik oszlopának (mint két vetkornak) a szorzata.

◮
a C szorzatmátrix m × n típusú
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Példa
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M¶veletek mátrixokkal � Mátrixok szorzása

◮
az értelmezés alapján nyílvánvaló, hogy a szorzás nem kommutatív, azaz

AB 6= BA

◮
viszont asszoiatív és érvényes a disztributív törvény:

(AB)C = A(BC)

(A+ B)C = AC+ BC

és

A(B+ C) = AB+ AC

◮
A szorzás asszoiativitása folytán értelmezhet® a kvadratikus mátrix

pozitív egész kitev®j¶ hatványa:

A

n = AA...A

◮
a zérus kitev®j¶ mátrix egységmátrixként értelmezzük:

A

0 = E

◮
ha A négyzetes mátrix illetve az egységmmártix ésa nullmátrix vele

azonos rend¶, akkor

AE = EA = A

AO = OA = 0
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Példa

írjuk fel az Au=b egyenletnek megfelel®lineáris egyenletrendszert.

Számítsuk ki a u'Au szorzatot.
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Példa

Az Au=b egyenletb®l következik, hogy

A feladat második részének megoldása:

u

′
Au = x(3x+z)+y(−2x+y+4z)+z(5z) = 3x2+y2+5z2−2xy+xz+4yz

Az u

′
Au alakú kifejezést kvadratikus alaknak nevezzük.
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Sormátrix, oszlopmátrix

◮
Számítsuk ki egy sormátrixnak és egy oszlopmátrixszal vett

szorzatát.

◮
az eredmény egy 1× 1 típusú mátrix, ami nem más, mint egy

szám.
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Példák
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Sormátrix, oszlopmátrix

◮
Számítsuk ki egy oszlopmátrixnak egy sormátrixszal és vett

diadikus szorzatát.

◮
ennek a szorzásnak az eredménye egy ún. diád, ami jelen

esetben egy m × n típusú mátrix
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Példák
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M¶veletek mátrixokkal � Négyzetes mátrix

inverze

◮
Az osztás m¶velete nem végezhet® el, úgy értelmezhetjük, mint az A

mátrix inverzével való szorzást

◮
A négyzetes mátrix inverzén olyan A

−1

-gyel jelölt mátrixot értünk, amely

kielégíti az

AA

−1 = E

és a

A

1

A = E

egyenletet.

◮
igazolható, hogy az inverzmátrix akkor és sakis akkor létezik, hogyha a

mátrix determinánsa nem nulla:

detA 6= 0

◮
Ha detA 6= 0, akkor azt mondjuk, hogy a mátrix reguláris, ellenkez®

esetben szinguláris

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



M¶veletek mátrixokkal � Négyzetes mátrix

inverze
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M¶veletek mátrixokkal � Négyzetes mátrix

inverze

◮
innen következik, hogy

A · adjA = (detA)E

ahol E az A-val azonos rend¶ egységmátrix.

◮
Miel®tt néznénk példákat, nézzük meg végezetül, hogy mi az a

determináns
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Determinánsok

◮
Az a,b,,d elemekb®l képzett másodrend¶ determinánson az

ad-b különbségét értjük:

◮
Az ad-b értéket a determináns különbségének is mindjuk.

◮
A harmadrend¶ determináns jelölése és értelmezése:

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



Determinánsok

◮
a kett® sindexelés olyan, hogy a aik a deremináns i-edik

sorának k-adik eleme.

◮
Az a

11

, a
22

, a
33

elemek a determináns f®átlója

◮
látható, hogy a harmadrend¶ determinánst másodrend¶

determinánsok segítségével értelmezzük, a jobb oldal

számolható, ez lesz a determináns értéke

◮
a jobb oldali kifejezés a determináns egyik kifejtése, az ott

szerepl® másodrend¶ determinánsok rendre a a
11

, a
12

, a
13

elemkehez tartozó aldeterminánsok

◮
az aik elemhez tartozó aldeterminánst úgy kapjuk meg, hogy

töröljük az i-edik sort és a k-adik oszlopot, így keletkezik egy

másodrend¶ aldetermináns

◮
a jobb oldali kifejezésr®l szokás azt mondani, hogy az a

harmadrend¶ determinánsnak az els® sora szerinti kifejtése

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



Determinánsok

◮
akármelyik sor vagy oszlop szerint is fejtjük ki a determináns,

annak értéke mindig ugyanaz lesz, vagyis a determináns

bármelyik sora vagy oszlopa szerint kifejthet®

◮
a kifejtésénél az az el®jelszabály érvényes, hogy az aik elemhez

tartozó Dik aldeterminánst meg kell szorozni (−1)i+k
-val

(sakktáblaszabály)

◮
az el®bbi determináns második szlop szerinti kifejtése:

D = −a
12

D
12

+ a
22

D
22

− a
23

D
23

◮
A sakktáblaszabálynak megfelel® el®jellel ellátott

aldeterminánst el®jeles aldeterminánsnak nevezzük.
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Determinánsok tulajdonságai
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Determinánsok tulajdonságai

Bernadett Beluz Eötvös Lóránd Tudományegyetem, Budapest, Magyar Napfizikai Alapítvány, Gyula



Determinánsok tulajdonságai
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Példa

Számítsuk ki az alábbi mátrix inverzét:
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Példa
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Példa
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